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8 VARIÉTÉS HOMOGÈNES SOUS PGLn
par
Frank Doray
Résumé.  Soit A une algèbre d'Azumaya sur un orps. Notons G
le groupe de ses automorphismes. Si X désigne une variété homogène
projetive sous G, nous onstruisons expliitement, sous ertaines hy-
pothèses, un bré V sur S, où S est une variété de Severi-Brauer (gé-
néralisée) assoiée à A, et un isomorphisme anonique entre X et une
bration en drapeaux de V . Cei permet de aluler de manière expliite
les groupes de Chow de X en fontion des groupes de Chow de S.
Abstrat.  Let A be an Azumaya algebra over a eld. If G is the
group of automorphisms of A and X denotes a projetive homogeneous
variety under G, we onstrut in a very expliit way and under suitable
hypotheses a bundle V on S, where S is a (generalized) Severi-Brauer
variety assoiated to A, and a anonial isomorphism between X and a
ag bundle on V . This allows to expliitely ompute Chow groups of X
in terms of the Chow groups of S.
1. Introdution
Si une k-variété projetive X est supposée ellulaire, alors l'anneau de
Chow gradué
⊕
iCH
i(X) est le Z-module libre sur les lasses des adhé-
renes des ellules de X ([17℄). En partiulier, les variétés de drapeaux
déployées, 'est-à-dire les variétés projetives homogènes sous un groupe
algébrique semi-simple déployé ont des groupes de Chow libres de type
ni sur Z. Il est alors légitime de vouloir étudier les groupes de Chow
de variétés projetives homogènes non déployées. Considérons une telle
k-variété projetive homogène X et supposons-la déployée sur une exten-
sion L/k. Alors la èhe naturelle CHi(X) → CHi(XL) permet de voir
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que tout élément de torsion de CHi(X) s'envoie sur 0, et en fait le noyau
est exatement onstitué d'éléments de torsion (la formule de projetion
permet en eet de voir que la omposée CHi(X)→ CHi(XL)→ CH
i(X)
oïnide ave la multipliation par le degré de l'extension L/k).
Les groupes de Chow en odimension 1 sont onnus (voir par exemple
[27, lemme 5.1℄). N. Karpenko a alulé les groupes de Chow en odimen-
sion 2 des variétés de Severi-Brauer, as partiulier de variétés homogènes
projetives sous PGL(A) pour une algèbre simple entrale A. Le alul
des motifs des variétés homogènes projetives sous un groupe G, forme
interne d'un groupe de Chevalley se ramène dans ertains as au alul
de motifs de variétés homogènes projetives  plus simples (i.e. : G/P
où P est un parabolique maximal) omme l'ont montré Calmès, Petrov,
Semenov et Zainouline dans [5℄ . Le présent artile a pour but de aluler
de manière tout-à-fait expliite les groupes de Chow de variétés homo-
gènes projetives sous PGLn en fontion des groupes de Chow de variétés
de Severi-Brauer ou Severi-Brauer généralisées ([23, dénition 1.16℄).
2. Quelques notations et dénitions
Introduisons ii quelques notations et dénitions que nous utiliserons
par la suite.
Nous utiliserons la théorie des algèbres simples entrales que nous ap-
pellerons aussi algèbres d'Azumaya :
Dénition 2.1.  Notons ks une lture séparable de k. Soit A une
k-algèbre. On dira que A est une algèbre d'Azumaya s'il existe un entier
r > 1 tel que
A⊗k ks =Mr(ks).
Une telle algèbre est de dimension r2, r est appelé le degré de A.
Si X est un shéma, rappelons [13℄ qu'une algèbre A sur X est une
algèbre d'Azumaya si, loalement pour la topologie étale,A est isomorphe
à Mr(OX) pour un ertain r. Si X = Spec(k) est le spetre d'un orps,
une algèbre d'Azumaya A sur X n'est rien d'autre qu'une algèbre simple
entrale sur k.
Dénition 2.2.  Soient A une algèbre d'Azumaya sur k de degré n
et 1 6 i1 < . . . < ir 6 n des entiers. On notera par SBi1,...,ir(A) le k-
shéma représentant le fonteur qui à une k-algèbre R assoie l'ensemble
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des r-uplets (I1, . . . , Ir) d'idéaux à gauhe de A⊗k R, tels que A⊗k R/Ij
soit loalement libre de rang n2 − nij et I1 ⊂ . . . ⊂ Ir.
Remarque 2.3.  Tout groupe algébrique G, forme intérieure de type
An−1 s'érit PGL(A) pour une algèbre d'Azumaya A de degré n, et toute
variété projetive homogène X sur G s'érira SBi1,...,ir(A) pour un entier
r et un r-uplet (i1, . . . , ir) [25, 5.2℄.
Remarque 2.4.  En partiulier SBi(A) est une variété de Severi-
Brauer généralisée [23, dénition 1.16℄. Par exemple, SB1(A) oïnide
ave SB(A), variété de Severi-Brauer  habituelle , dénie pour la
première fois par Châtelet [7℄.
Remarque 2.5.  Si L/k est une extension de orps déployant A (un
tel L existe d'après le théorème de Wedderburn, [23, théorème 1.1℄),
alors SBi(A)⊗Spec(k) Spec(L) est simplement une variété de Grassmann,
d'après [23, théorème 1.18℄.
Notation 2.6.  Soit V un k-espae vetoriel de dimension n. Soient
1 6 i1 < . . . < ir 6 n des entiers. La variété de drapeaux sur V assoiée
à la suite (1 6 i1 < . . . < ir 6 n) est notée Drapi1,...,ir(V ). C'est le k-
shéma représentant le fonteur qui à une k-algèbre R assoie l'ensemble
des r-uplets (V1, . . . , Vr) de R-modules de V ⊗kR tels que V ⊗kR/Vi soit
loalement libre de rang n−ij et V1 ⊂ . . . ⊂ Vr. Par exemple, ses L-points
pour une extension de orps L/k sont Drapi1,...,ir(V )(L) = {V1 ⊂ . . . ⊂
Vr ⊂ V ⊗k L, pour tout j, Vj , L-espae vetoriel de dimension ij}.
Dénition 2.7.  Soient V un bré de rang n sur un k-shéma X , et
1 6 i1 < . . . < ir 6 n une suite d'entiers. On notera Drapi1,...,ir(V) le
bré en variétés de drapeaux assoié à 1 6 i1 < . . . < ir 6 n déni
omme suit : si U est un ouvert de X trivialisant V, on a le diagramme
ommutatif suivant dont le arré est artésien :
A
n
k × U
pr2 $$I
II
II
II
II
I
V|U∼
φoo //


V

U // X
On dénit un bré en variétés de drapeaux EU sur U omme étant égal à
φ−1(Drapi1,...,ir(k
n)×U). Pour tout ouvert U trivialisant V, on onstruit
ainsi un bré en variétés de drapeaux EU . Il est évident qu'ils se reollent
pour donner naissane à un bré en variétés de drapeaux E sur X tel que
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si U est un ouvert trivialisant V, on a : E|U = EU . Finalement, on pose :
Drapi1,...,ir(V) = E .
Notation 2.8.  Si B est une algèbre d'Azumaya de degré n, sur un
shéma X , et si 1 6 i1 < . . . < ir 6 n sont des entiers, alors on peut
dénir une bration en variétés de drapeaux tordues SBi1,...,ir(B) → X
qui revient à étendre la dénition 2.2  en famille  (onstrution analogue
à la dénition 2.7). Par exemple, si x ∈ X est un point, alors
SBi1,...,ir(B)x = SBi1,...,ir(Bx).
Nous noterons SB(B) = SB1(B).
3. Résultats
Nous utiliserons les notations introduites en 2. Énonçons le premier
théorème :
Théorème 3.1.  Soit A une algèbre d'Azumaya sur k de degré n.
Soient r > 1 et 1 6 i1 < . . . < ir 6 n des entiers. Supposons i1 = 1,
alors il existe un bré de rang n − 1, V sur SBi1(A) = SB(A), tel que
l'on ait un isomorphisme :
SBi1,i2,...,ir(A)
&&NN
NNN
NNN
NNN
∼ // Drapn−ir,...,n−i2(V)
vvnnn
nnn
nnn
nnn
SB(A)
Si i1 est quelonque, on a le résultat général suivant :
Théorème 3.2.  Soit A une algèbre d'Azumaya sur k de degré n.
Soient r > 1 et 1 6 i1 < i2 < . . . < ir 6 n des entiers. Fixons un
s ∈ {1, . . . , r}. Il existe deux algèbres d'Azumaya B+ et B− sur SBis(A)
de degrés respetifs n− is et is telles que l'on ait un isomorphisme :
SBi1,...,ir(A)
**
∼ // SBi1,...,is−1(B−)×SBis(A) SBis+1−is,...,ir−is(B+)
tt
SBis(A)
Il admet pour orollaires :
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Corollaire 3.3.  Conservons les notations du théorème 3.2. Si l'in-
die de A, indA, (f. notation 4.2 ) est premier ave un des ij, disons
is, alors la projetion naturelle :
SBi1,...,ir(A)→ SBis(A)
est une bration en produits de variétés de drapeaux non tordues.
Corollaire 3.4.  Conservons les notations du théorème 3.2. Si indA
est une puissane d'un nombre premier et si (indA, i1, . . . , ir) = 1 alors
il existe un s ∈ {1 . . . r} tel que la projetion naturelle :
SBi1,...,ir(A)→ SBis(A)
soit une bration en produits de variétés de drapeaux non tordues.
4. Preuve des résultats
4.1. Espaes vetoriels sur un orps gauhe - Annulateurs
Rappelons un résultat lassique de Wedderburn pour xer les nota-
tions :
Théorème 4.1 (Wedderburn).  Si A est une algèbre d'Azumaya
sur k de degré n, alors il existe un orps gauhe D sur k et un D-espae
vetoriel à droite E, tels que
A = EndD(E).
L'anneau des D-endomorphismes de E opère à gauhe sur E.
Démonstration.  [23, théorème 1.1℄.
Nous utiliserons librement e résultat dans la suite ave les mêmes
notations.
Notation 4.2.  La dimension de D est néessairement un arré, sa
raine arré sera l'indie de A, noté indA. Si r est la D-dimension de E,
alors le degré de A est égal à rd, où d = indA.
Dénition 4.3.  Soit A une algèbre d'Azumaya sur k, de degré n.
Soit I ⊂ A, alors on dénit son annulateur à droite omme suit : I◦ =
{a ∈ A, Ia = 0}. De même, on dénit son annulateur à gauhe ◦I = {a ∈
A, aI = 0}.
Remarque 4.4.  Si I est un sous-ensemble quelonque de A, alors I◦
est un idéal à droite de A et ◦I est un idéal à gauhe de A.
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La proposition lassique suivante est d'une importane ruiale pour
mieux omprendre les objets utilisés :
Proposition 4.5.  Soient D un orps gauhe de entre k, E un D-
espae vetoriel à droite de dimension nie et posons A = EndD(E),
algèbre d'Azumaya sur k. L'appliation V → HomD(E/V,E) dénit une
bijetion entre, d'une part, les sous-D-espaes vetoriels de E de D-
dimension l et, d'autre part, les idéaux à gauhe de A de k-dimension
degA(degA − l indA). De même, V → HomD(E, V ) dénit une bije-
tion entre d'une part les sous-D-espaes vetoriels de E de D-dimension
l et d'autre part les idéaux à droite de A de k-dimension l degA indA.
Démonstration.  [23, Proposition 1.12℄.
Remarque 4.6.  Ave les notations préédentes, si d = indA =
degD, n = degA, et si r est la D-dimension de E (n = dr), alors le
sous-D-espae vetoriel orrespondant à un idéal à gauhe I de A de
k-dimension ni (pour un ertain i) est de D-dimension n−i
d
.
Corollaire 4.7.  Conservons les notations de la proposition. Si I
est un idéal à gauhe de A s'érivant HomD(E/V,E) pour un sous-
D-espae vetoriel V de E, alors I◦ s'identie anoniquement à l'idéal
HomD(E, V ). De même si I est un idéal à droite de A s'érivant
HomD(E, V ) pour un sous-D-espae vetoriel V de E, alors
◦I s'identie
anoniquement à l'idéal alors à gauhe HomD(E/V,E).
Démonstration.  [23, Preuve de la proposition 1.14.℄
On en déduit :
Lemme 4.8.  Si I est un idéal à gauhe de A, alors ◦(I◦) = I. De
même si I est un idéal à droite de A, alors (◦I)◦ = I.
Démonstration.  [23, Proposition 1.14.℄
Lemme 4.9.  Soit A une algèbre d'Azumaya sur k, de degré n.
(i) Si I ⊂ A est un idéal à gauhe de k-dimension ni alors I◦ est un idéal
à droite de k-dimension n(n− i).
(ii) Si I et J sont des idéaux à gauhe de A de k-dimensions respetives ni
et nj alors I◦J = I◦∩J est un sous-k-espae vetoriel de A de dimension
(n− i)j.
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Démonstration.  On peut érire : A = EndD(E).
(i) La remarque 4.4 permet de voir que I◦ est un idéal à droite ; la pro-
position 4.5 nous donne sa dimension.
(ii) Si I = HomD(E/V,E) et J = HomD(E/W,E) où V et W sont des
sous-D-espaes vetoriels de E, alors I◦ = HomD(E, V ), et un simple
alul permet de voir que I◦ ∩ J = I◦J = HomD(E/W, V ). Par suite
(proposition 4.5) dimk I
◦J = dimk I
◦ ∩ J = (n− i)j.
Le lemme suivant est à rapproher des propositions 1.15 et 1.20 de
[23℄.
Lemme 4.10.  Conservons les notations de la proposition 4.5. Si I
est un idéal à gauhe de A s'érivant HomD(E/V,E) pour un sous-D-
espae vetoriel V de E alors I◦/I◦I est anoniquement isomorphe à
HomD(V, V ). Si de plus, J est un idéal à gauhe de A ontenant I s'éri-
vant HomD(E/W,E), ave W ⊂ V alors I
◦J/I◦I est anoniquement
isomorphe à HomD(V/W, V ).
Démonstration.  Si V ⊂ E, on a la suite exate :
0 // V // E // E/V // 0
et en appliquant le fonteur HomD(−, V ) qui est exat, on obtient la
suite exate suivante :
0 // HomD(E/V, V ) // HomD(E, V ) // HomD(V, V ) // 0 .
Puisque d'après 4.9 HomD(E/V, V ) = I
◦I, la suite exate se réérit :
0 // I◦I // I◦ // HomD(V, V ) // 0 .
Par suite : I◦/I◦I est anoniquement isomorphe à HomD(V, V ).
Supposons que J = HomD(E/W,E). Un raisonnement analogue appliqué
à la suite exate ourte suivante
0 // V/W // E/W // E/V // 0
nous permet de voir que I◦J/I◦I = HomD(V/W, V ).
Corollaire 4.11.  Soit A une algèbre d'Azumaya sur k, de degré n.
Si I est un idéal à gauhe de A, alors on a un isomorphisme anonique :
I◦/I◦I → EndA(I
◦)
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induite par l'appliation x 7→ (y 7→ xy). De plus : ind(EndA I
◦) = indA
([23, proposition 1.10℄). Le groupe I◦/I◦I est muni d'une struture d'al-
gèbre d'Azumaya sur k dont la lasse est égale à elle de A dans le groupe
Br(k) et est de degré n− i si dimk I = ni.
Démonstration.  On peut supposer que A = EndD(E) ave les no-
tations préédentes. I s'érit alors HomD(E/V,E) pour un ertain V .
D'après [23, proposition 1.12℄, HomD(V, V ) s'identie anoniquement à
EndA(I
◦) = EndA(HomD(E, V )) grâe à la multipliation à gauhe. L'as-
sertion sur le degré est une onséquene du lemme 4.9.
Lemme 4.12.  Conservons les notations préédentes. Alors J/J◦J est
anoniquement isomorphe à HomD(E/W,E/W ) et I/J
◦I est anonique-
ment isomorphe à HomD(E/V,E/W ).
Démonstration.  La preuve est analogue à elle du lemme 4.10
Corollaire 4.13.  Soit A une algèbre d'Azumaya sur k, de degré n.
Si I est un idéal à gauhe de A, alors on a un isomorphisme anonique :
I/I◦I → EndA I
induite par l'appliation x 7→ (y 7→ yx). De plus : ind(EndA I
◦) = indA.
Le groupe I/I◦I est muni d'une struture d'algèbre d'Azumaya sur k dont
la lasse est égale à elle de A dans le groupe Br(k) et est de degré i si
dimk I = ni.
Démonstration.  La preuve est identique à elle du orollaire 4.11.
4.2. Bijetions
La proposition suivante est la lef de la preuve du théorème 3.1 :
Proposition 4.14.  Soit A une algèbre d'Azumaya sur k. Notons n
son degré. Soit I ⊂ A un idéal à gauhe de k-dimension n.
On a une bijetion anonique :

J
I ⊂ J ⊂ A
J idéal à gauhe
dimk J = nj

 ⇄


W
W ⊂ I◦I
W sous-espae vetoriel
dimkW = (n− j)


J 7→ J◦I
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Démonstration.  D'après le lemme 4.9, dimk J
◦I = (n− j), et don on
a bien une èhe notée φ :

J
I ⊂ J ⊂ A
J idéal à gauhe
dimk J = nj


φ //


W
W ⊂ I◦I
W sous-espae vetoriel
dimkW = (n− j)


Remarquons déjà que l'existene de I fore d = indA = 1. A est don
déployée. D'après le théorème de Wedderburn, il existe un k-espae ve-
toriel E tel que l'on ait A ≃ Endk(E). Par suite, grâe au lemme 4.5, on
dispose de V ⊂ E tel que I s'identie à Homk(E/V,E) via l'isomorphisme
A ≃ Endk(E). En partiulier dimk V = n − 1. Puisque dimk E/V = 1,
on a une bijetion anonique :{
U ⊂ Hom(E/V, V )
sous-espae vetoriel de dimension l
}
f //
{
U ⊂ V
dimk U = l
}
oo
U
 //
⋃
u∈U Im u
Par suite, le diagramme ommutatif suivant permet de onlure :


J
I ⊂ J ⊂ A
J idéal à gauhe
dimk J = nj


φ //
4.5



W
W ⊂ I◦I
W sous-espae vetoriel
dimkW = n− j


4.5


W
W ⊂ Hom(E/V, V )
W sous-espae vetoriel
dimkW = n− j


OO
f


W
W ⊂ V ⊂ E
W sous-espae vetoriel
dimkW = n− j


OO


W
W ⊂ V
W sous-espae vetoriel
dimkW = n− j


OO
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Remarque 4.15.  Notons φ la bijetion de la proposition préédente.
On peut donner une expression explite de φ−1. Ave les notations de la
proposition, elle s'érit :

W
W ⊂ I◦I
W sous-espae vetoriel
dimkW = (n− j)

 ⇄


J
I ⊂ J ⊂ A
J idéal à gauhe
dimk J = nj


W 7→ ◦(WA).
En eet, si on note par ψ l'appliation i-dessus, d'après le lemme 4.4,
le k-espae vetoriel ◦(WA) est un idéal à gauhe de A. Si J ⊃ I est de
k-dimension nj alors ◦(J◦IA) =◦ (J◦), ar par simpliité de A, l'idéal IA
étant bilatère et non vide, il est égal à A. Or ◦(J◦) = J grâe au lemme
4.8, don ψ(φ(J)) = J . Ainsi, puisque ψ est un inverse à gauhe de φ
et puisque φ est surjetive, alors pour tout W ⊂ I◦I, l'idéal à gauhe
◦(WA) ontient I et est de k-dimension n − j, don l'appliation ψ est
bien dénie.
Soit W un k-espae vetoriel de I◦I de k-dimension n− j. On alule
φ(ψ(W )) = (◦(WA))◦I. D'après le lemme 4.8, φ(ψ(W )) = WAI = WI.
Or WI ⊂ W et don pour des raisons de dimension φ(ψ(W )) = W .
Lemme 4.16.  Soit A une algèbre d'Azumaya sur k de degré n. Soient
r > 1 et 1 6 i1 < . . . < ir 6 n des entiers. Soit I1 ⊂ A un idéal de k-
dimension ni1 (i.e. : un point rationnel de SBi1(A)). On a alors une
bijetion anonique :

(I2, . . . , Ir)
I1 ⊂ I2 ⊂ . . . ⊂ Ir ⊂ A
Ij idéal à gauhe
dimk Ij = nij


//


(J2, . . . Jr)
J2 ⊂ . . . ⊂ Jr ⊂ I
◦
1/I
◦
1I1
Jj idéal à gauhe
dimk Jj = (n− i1)(ij − i1)

oo
(I2, . . . , Ir)
 // (I◦1I2/I
◦
1I1, . . . , I
◦
1Ir/I
◦
1I1).
Démonstration.  Posons B = EndA(I
◦
1 ) = I
◦
1/I
◦
1I1(orollaire 4.11).
C'est une algèbre d'Azumaya sur k d'indie d = indA et de degré n− i1.
Pour tout j, posons Jj = I
◦
1Ij/I
◦
1I1. On a Jj ⊂ B, et les Jj sont des
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idéaux à gauhe de B de k-dimension (n− i1)(ij − i1) d'après 4.9. On a
alors une èhe φ :

(I2, . . . , Ir)
I1 ⊂ I2 ⊂ . . . ⊂ Ir ⊂ A
Ij idéal à gauhe
dimk Ij = nij


φ //


(J2, . . . , Jr)
J2 ⊂ . . . ⊂ Jr ⊂ I
◦
1/I
◦
1I1
Jj idéal à gauhe
dimk Jj = (n− i1)(ij − i1)


On peut supposer que A = EndD(E) pour un orps gauhe D de di-
mension d2 sur k et un D-espae vetoriel à droite E de dimension
r. Alors n = rd. Soit V1 ⊂ E tel que I1 = HomD(E/V1, E). Ainsi
B = EndA(I
◦
1 ) = I
◦
1/I
◦
1I1 = Hom(V1, V1) (lemme 4.10).
Le diagramme ommutatif suivant dont les èhes vertiales sont don-
nées par la proposition 4.5 permet de onlure :

(I2, . . . , Ir)
I1 ⊂ I2 ⊂ . . . ⊂ Ir ⊂ A
Ij idéal à gauhe
dimk Ij = nij


φ //



(J2, . . . , Jr)
J2 ⊂ . . . ⊂ Jr ⊂ I
◦
1/I
◦
1I1
Jj idéal à gauhe
dimk Jj = (n− i1)(ij − i1)




(V2, . . . , Vr)
E ⊃ V1 ⊃ V2 ⊃ . . . ⊃ Vr
Vj sous-espae vetoriel
dimD Vj =
n−ij
d


OO


(W2, . . . ,Wr)
V1 ⊃W2 ⊃ . . . ⊃Wr
Wj sous-espae vetoriel
dimDWj =
(n−i1)−(ij−i1)
d


OO
Remarque 4.17.  Notons φ la bijetion du lemme préédent. On peut
dérire de manière expliite sa bijetion rériproque. Ave les notations
du lemme, 'est l'appliation ψ suivante :

(J2, . . . , Jr)
J2 ⊂ . . . ⊂ Jr ⊂ I
◦
1/I
◦
1I1
Jj idéal à gauhe
dimk Jj = (n− i1)(ij − i1)


//


(I2, . . . Ir)
I1 ⊂ I2 ⊂ . . . ⊂ Ir ⊂ A
Ij idéal à gauhe
dimk Ij = nij

oo
(J2, . . . , Jr)
 // (Aπ−11 (J2), . . . , Aπ
−1
1 (Jr))
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où π1 est la projetion A→ A/I
◦
1I1. Tout d'abord pour tout j, Aπ
−1
1 (Jj)
est bien un idéal à gauhe de A, et l'on a bien Aπ−11 (J2) ⊂ . . . ⊂ Aπ
−1
1 (Jr).
Fixons un j ∈ {2, . . . , r}, si Ij est un idéal à gauhe de A de k-dimension
nij , alors Aπ
−1
1 (I
◦
1Ij/I
◦
1I1) = AI
◦
1Ij = Ij, ar, par simpliité de A, AI
◦
1 =
A. Ainsi d'une part ψ est un inverse à gauhe de φ et d'autre part puisque
φ est surjetive, l'idéal Aπ−11 (Jj) est de k-dimension nij dès que Jj est
de k-dimension (n− i1)(ij − i1) et ontient I1.
Soient J2, . . . , Jr des idéaux à gauhe de I
◦
1/I
◦
1I1 de k-dimension respe-
tive (n− i1)(ij− i1) tels que J2 ⊂ . . . ⊂ Jr. Pour tout j ∈ {2 . . . r}, on a :
I◦1 (Aπ
−1
1 (Jj))/I
◦
1I1 = π
−1
1 (Jj)/I
◦
1I1 puisque I
◦
1A = A ; et π
−1
1 (Jj)/I
◦
1I1 =
Jj. Ainsi φ(ψ(J2, . . . , Jr)) = (J2, . . . , Jr).
De même, on a :
Lemme 4.18.  Soit A une algèbre d'Azumaya sur k de degré n. Soient
r > 1 et 1 6 i1 < . . . < ir 6 n des entiers. Soit Ir ⊂ A un idéal de k-
dimension nir (i.e. : un point rationnel de SBir(A)). On a alors une
bijetion anonique :

(I1, . . . , Ir−1)
I1 ⊂ . . . ⊂ Ir−1 ⊂ Ir ⊂ A
Ij idéal à gauhe
dimk Ij = nij


//


(J1, . . . , Jr−1)
J1 ⊂ . . . ⊂ Jr−1 ⊂ Ir/I
◦
r Ir
Jj idéal à gauhe
dimk Jj = ijir

oo
(Ij)j=1...(r−1)
 // (Ij/I
◦
r Ij)j=1...(r−1)
Démonstration.  La preuve est analogue à elle qui préède.
Posons B = EndA(Ir) = Ir/I
◦
r Ir (orollaire 4.13). C'est don une algèbre
d'Azumaya sur k d'indie d = indA et de degré ir. Pour j 6 (r −
1), posons Jj = Ij/I
◦
r Ij . La multipliation nous donne une ation de
Ir (à gauhe) sur Ij. Cette ation donne naissane à une ation de Ir
sur Jj puisque IrI
◦
r = 0. Finalement, elle permet d'obtenir une ation
(multipliation à gauhe) de B sur Jj. Ainsi Jj est muni d'une struture
de B-module. De plus, l'injetion anonique Ij → Ir nous donne une
appliation Ij → Ir/I
◦
r Ir dont le noyau est I
◦
r Ij, ainsi on a une appliation
injetive Jj → B. Cette injetion est ompatible ave la struture de B-
module et nous appelerons enore Jj son image dans B. Ainsi, les Jj sont
des idéaux à gauhe de B de k-dimension ijir d'après 4.9. On a don une
èhe φ :
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

(I1, . . . , Ir−1)
I1 ⊂ . . . ⊂ Ir−1 ⊂ Ir ⊂ A
Ij idéal à gauhe
dimk Ij = nij


φ //


(J1, . . . , Jr−1)
J1 ⊂ . . . ⊂ Jr−1 ⊂ Ir/I
◦
r Ir
Jj idéal à gauhe
dimk Jj = ijir


On peut supposer que A = EndD(E) pour un orps gauhe D de
dimension d2 sur k et un D-vetoriel à droite E de dimension r. Alors
n = rd. Soit Vr ⊂ E tel que Ir = HomD(E/Vr, E). On a alors B =
EndA(Ir) = Ir/I
◦
r Ir = Hom(E/Vr, E/Vr) (orollaire 4.13).
Le diagramme ommutatif suivant dont les èhes vertiales sont don-
nées par la proposition 4.5 permet de onlure :

(I2, . . . , Ir−1)
I1 ⊂ . . . ⊂ Ir−1 ⊂ Ir ⊂ A
Ij idéal à gauhe
dimk Ij = nij


φ //



(J1, . . . , Jr−1)
J1 ⊂ . . . ⊂ Jr−1 ⊂ Ir/I
◦
r Ir
Jj idéal à gauhe
dimk Jj = ijir




(V1, . . . , Vr−1)
E ⊃ V1 ⊃ V2 ⊃ . . . ⊃ Vr
Vj sous-espae vetoriel
dimD Vj =
n−ij
d


pi //
OO


(W1, . . . ,Wr−1)
E/Vr ⊃W1 ⊃ . . . ⊃Wr−1
Wj sous-espae vetoriel
dimDWj =
ir−ij
d


OO
oo
où π est la projetion naturelle : E → E/Vr.
Remarque 4.19.  Ii aussi il est possible de donner une expression
expliite de la bijetion réiproque. Conservons les notations du lemme,
La bijetion réiproque s'érit :

(J1, . . . , Jr−1)
J1 ⊂ . . . ⊂ Jr−1 ⊂ Ir/I
◦
r Ir
Jj idéal à gauhe
dimk Jj = ijir


//


(I1, . . . , Ir−1)
I1 ⊂ . . . ⊂ Ir−1 ⊂ Ir ⊂ A
Ij idéal à gauhe
dimk Ij = nij

oo
(Jj)j=1...(r−1)
 // (Aπ−1r (Jj))j=1...(r−1)
où πr est la projetion anonique A→ A/(I
◦
r Ir). La preuve est analogue
à elle donnée en 4.17.
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La proposition suivante est la lef de la preuve du théorème 3.2.
Proposition 4.20.  Soit A une algèbre d'Azumaya sur k de degré n.
Soient r > 1 et i1 < . . . < ir 6 n des entiers. Soit s ∈ {1 . . . r}. Soit
Is ⊂ A un idéal de k-dimension nis (i.e. : un point rationel de SBis(A)).
L'appliation :
(I1, . . . , Iˆs, . . . , Ir)
_

((Ij/I
◦
r Ij)j=1..(s−1), (I
◦
s Ij/I
◦
s Is)j=(s+1)..r)
dénit une bijetion :


(I1, . . . , Îs, . . . , Ir)
I1 ⊂ . . . ⊂ Ir ⊂ A
Ij idéal à gauhe
dimk Ij = nij

⇆


(J1, . . . , Js−1)
J1 ⊂ . . . ⊂ Js−1 ⊂ Is/I
◦
s Is
Jj idéal à gauhe
dimk Jj = ijis


×

(Js+1, . . . , Jr)
Js+1 ⊂ . . . ⊂ Jr ⊂ I
◦
s /I
◦
s Is
Jj idéal à gauhe
dimk Jj = (n− is)(ij − is)


Démonstration.  Ce sont les deux lemmes préédents.
Remarque 4.21.  Les propositions et lemmes préédents s'étendent
au as où A est une algèbre d'Azumaya sur une k-algèbre R. En eet, les
èhes φ introduites à la proposition 4.14 puis aux lemmes 4.16 et 4.18
et enn à la proposition 4.20 ont toujours un sens si A est une algèbre
d'Azumaya sur une k-algèbre R. Il en est de même de leur réiproque,
données dans les remarques 4.15, 4.17 et 4.19.
4.3. Preuve du théorème 3.1
Grâe aux résultats du paragraphe préédent, on est en mesure de
prouver le théorème 3.1 :
Démonstration.  Fixons 1 = i1 < i2 < . . . < ir 6 n une suite d'entiers.
Notons S = SBi1(A) = SB(A) et X = SB1,i2,...,ir(A). Et posons, pour
j > 1, aj = (n−ij). Considérons l'appliation identité : S → S. Elle nous
fournit de fato un S-point de S i.e. un élément de S(S). Il orrespond à
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un faiseau d'idéaux I ⊂ A⊗kOS. Soit s un L-point de S, le diagramme
suivant est ommutatif
Spec(L)
s //
s
66S
I // S .
Or s orrespond à un idéal à gauhe de k-dimension n, Is de A ⊗k L,
on a : Is = Is. Ou de manière abusive : II = I en onfondant I = Is et
s, abus que l'on fera dans la suite si auune ambiguïté n'est à raindre.
Comme nous avons déni l'annulateur de I, I◦, nous pouvons dénir
l'annulateur de I, I◦. On onsidère alors le bré sur S suivant : V = I◦I.
Pour tout point I de S, on a : VI = I
◦I. C'est un bré vetoriel de rang
n− 1 d'après le lemme 4.9.
Considérons la èhe suivante :
(I1, . . . Ir)→ (I
◦
r I1, I
◦
(r−1)I1, . . . , I
◦
2I1 ⊂ I
◦
1I1)
Elle permet de dénir pour toute k-algèbre R une appliation bijetive
(proposition 4.14 et remarque 4.21) X(R) → Drapn−ir,...,n−i2(V)(R). Et
par suite, elle orrespond à un isomorphisme :
X → Drapn−ir,...,n−i2(V).
4.4. Preuve du théorème 3.2
Démonstration.  Fixons 1 6 i1 < i2 < . . . < ir 6 n une suite d'entiers.
Notons S = SBis(A) et X = SBi1,i2,...,ir(A).
À partir du bré I sur S déni dans la preuve du théorème 3.2, dénis-
sons B+ = I
◦/I◦I et B− = I/I
◦I. D'après le lemme 4.10 et le orollaire
4.11, B+ est une algèbre d'Azumaya sur S de degré n − is anonique-
ment isomorphe à EndS I
◦
. De même (4.12 et 4.13), B− est une algèbre
d'Azumaya sur S de degré is anoniquement isomorphe à EndS I.
Considérons la èhe suivante :
(I1, . . . , Iˆs, . . . , Ir)
_

((Ij/I
◦
r Ij)j=1..(s−1), (I
◦
s Ij/I
◦
s Is)j=(s+1)..r)
Elle permet de dénir pour toute k-algèbre R une appliation bijetive
(proposition 4.20 et remarque 4.21) :
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X(R)→ SBi1,...,is−1(B−)×SBis(A) SBis+1−is,...,ir−is(B+)(R).
Et par suite, elle orrespond à un isomorphisme
X → SBi1,...,is−1(B−)×SBis (A) SBis+1−is,...,ir−is(B+).
4.5. Preuve du orollaire 3.3
On est en mesure de prouver le orollaire 3.3 :
Démonstration.  Ii Br(S) désigne le groupe de Brauer de S, puisque
S est lisse sur k, S est un shéma régulier. Alors, d'après [14, orollaire
1.10℄la èhe naturelle d'évaluation
Br(S)→ Br k(S)
est injetive, où k(S) désigne le orps des fontions de S. Or pour tout
I, B+ I = EndA I
◦
et B− I = EndA I. Ainsi, puisque indAκ(I)=1 et que
d'après le orollaire 4.11, les lasses de Aκ(I) et de EndA I
◦
sont égales
dans Br κ(I), B+ est triviale dans BrS. De même, B− est triviale dans
BrS. Ainsi les deux èhes suivantes
SBi1,...,is−1(B
−)→ SBis(A)
et
SBis+1−is,...,ir−is(B
+)→ SBis(A)
sont des brations en variétés de drapeaux non tordues, et par suite
SBi1,...,is−1(B−)×SBis (A) SBis+1−is,...,ir−is(B+)

SBis(A)
est une bration en produit de variétés de drapeaux non tordues.
5. Calul des groupes de Chow de brés en drapeaux
5.1. Partitions d'entiers.
Dénition 5.1.  Si n est un entier > 1, alors une partition de n
(f. [9, Paragraphe 2.1, dénition A℄) est la représentation de n omme
somme d'entiers > 1, sans onsidération d'ordre dans la somme. Nous no-
terons par p(n) le nombre de telles représentations de n. L'entier P (n,m)
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sera le nombre de telles représentations ave exatement m termes dans
la somme (on parlera alors de m-partition strite de n), et p(n,m) le
nombre de telles représentations ave au plus m termes dans la somme,
on parlera alors de m-partition de n :
p(n,m) =
m∑
i=1
P (n, i).
Si de plus A est un entier, une (m,A)-partition (resp. strite) de n est
une m-partition (resp. strite) de n telle que haque terme intervenant
dans la somme soit inférieur à A. Nous noterons P (n,m,A) le nombre
de telles partitions strites , et p(n,m,A) le nombre de (m,A)-partition
de n :
p(n,m,A) =
m∑
i=1
P (n, i, A).
Remarque 5.2.  si A > n alors P (n,m,A) = P (n,m).
Pour des entiers n,m,A, on a :
p(n,m,A) =
m∑
i=1
P (n, i, A).
Ainsi :
P (n,m,A) = p(n,m,A)− p(n,m− 1, A).
On dispose de plusieurs aratérisations pour les m-partitions ([9, dé-
nition B et théorème A paragraphe 2.1℄) :
Remarque 5.3.  Soit n un entier > 1. Se donner une partition de n
en exatement m termes (au sens de 5.1) est équivalent à se donner une
solution de {
y1 > . . . > ym > 1,
y1 + . . .+ ym = n.
Et ela est enore équivalent à se donner une solution de :

x1, . . . , xn > 0,
x1 + 2x2 + . . .+ nxn = n,
x1 + x2 + . . .+ xn = m.
On a des aratérisations semblables pour les (m,A)-partitions :
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Remarque 5.4.  Soient n,m,A > 1 des entiers. Se donner une
(m,A)-partition strite de n est équivalent à se donner une solution du
problème suivant : {
A > y1 > . . . > ym > 1,
y1 + . . .+ ym = n.
Cei est enore équivalent à se donner une solution du problème suivant :

x1, . . . , xn > 0,
x1 + 2x2 + . . .+ AxA = n,
x1 + x2 + . . .+ xA = m.
Lemme 5.5.  Soient n,m,A > 1 des entiers.
(i) P (n,m, 1) = 1 si m = n et 0 sinon,
p(n,m, 1) = 1 si n > m et 0 sinon.
(ii) P (n, 1, A) = 1 si A > n,
p(n, 1, A) = 1 si A > n.
(iii)
P (n,m,A) > 1 ⇐⇒ m 6 n 6 mA
et
p(n,m,A) > 1 ⇐⇒ n 6 mA.
Démonstration.  Supposons n,m,A > 1 donnés. Les assertions (i) et
(ii) sont évidentes. Pour (iii), P (n,m,A) > 1 signie que l'on dispose de
m entiers ompris entre 1 et A, disons x1, . . . , xm tels que n = x1+. . .+xm.
Néessairement, on doit avoir m 6 n 6 mA. Inversement, si l'on suppose
que m 6 n 6 mA, il est immédiat de voir que P (n,m,A) > 1. Pour
p(n,m,A), il sut de remarquer que p(n,m,A) =
∑m
i=1 P (n, i, A).
Le théorème suivant est une généralisation du théorème B du para-
graphe 2.1 de [9℄.
Théorème 5.6.  Soient n,m,A > 1 des entiers tels que n > m, m >
1 et A > 1. Alors on a :
p(n,m,A) = p(n,m− 1, A) + p(n−m,m,A− 1)
Démonstration.  L'entier p(n,m,A) est le nombre de solutions du pro-
blème suivant : 

x1, . . . , xn > 0,
x1 + 2x2 + . . .+ AxA = n,
x1 + x2 + . . .+ xA 6 m.
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Or es solutions se déomposent en 2 groupes, elui onsistant en les
solutions telles que x1 + . . .+ xA = m et elui onsistant en les solutions
telles que x1 + . . . + xA < m. Dans le seond groupe, il y a exatement
p(n,m− 1, A) éléments. Il reste don à onnaître le ardinal du premier
groupe. Or se donner une solution de :

x1, . . . , xA > 0,
x1 + 2x2 + . . .+ AxA = n,
x1 + x2 + . . .+ xA = m
est équivalent à se donner une solution de :{
A > y1 > . . . > ym > 1,
y1 + . . .+ ym = n,
qui est équivalent à se donner une solution pour s 6 m de :{
A− 1 > y1 > . . . > ys > 1,
y1 + . . .+ ys = n−m.
Don le ardinal du premier groupe est p(n−m,m,A− 1).
Corollaire 5.7.  [9, Paragraphe 2.1, Théorème B℄ Pour des entiers
n,m > 1 tels que n > m et m > 1, on a :
p(n,m) = p(n,m− 1) + p(n−m,m).
Démonstration.  Il sut de prendre A assez grand dans le théorème
préédent.
Le théorème suivant est une variante du théorème d'Euler alulant
la fontion génératrie de P (n). Il est à rapproher du théorème A du
paragraphe 2.2 de [9℄.
Théorème 5.8.  Fixons un entier A ∈ N∗. La fontion génératrie
de P (n,m,A) (appartenant à Z[[x, y]]) est :
ΞA(x, y) =
A∏
i=1
1
1− xyi
=
∑
n,m
P (n,m,A)xmyn.
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Démonstration.  Développons le produit :
A∏
i=1
1
1− xyi
=
A∏
i=1
(
∑
ji>0
xjiyiji)
=
∑
x1,...,xA
xx1+...+xAyx1+2x2+...+AxA
Il sut alors de onsidérer les diérentes aratérisations des partitions,
voir la remarque 5.4.
Dénition 5.9.  Soit n > 1 un entier. Soient r > 1, m1 . . . , mr et
A1, . . . , Ar 2r entiers, une ((m1, A1), . . . , (mr, Ar))-partition strite de n
est une solution du système en les yi,j suivant :

∀i = 1 . . . r
{
Ai > yi,1 > . . . > yi,mi > 1
yi,1 + . . .+ yi,mi = ni
n1, . . . , nr > 0
n1 + . . .+ nr = n
Nous noterons Q(n, (m1, A1), . . . , (mr, Ar)) le nombre de telles partitions.
L'entier q(n, (m1, A1), . . . , (mr, Ar)) sera le ardinal des (s1, A1), . . . , (sr, Ar)-
partitions strites de n pour s1 6 m1, . . . , sr 6 mr, i.e. le nombre de
solutions du problème suivant :

∀i = 1 . . . r
{
Ai > yi,1 > . . . > yi,mi > 0
yi,1 + . . .+ yi,mi = ni
n1, . . . , nr > 0
n1 + . . .+ nr = n
On parlera alors de ((m1, A1), . . . , (mr, Ar))-partition de n.
Notation 5.10.  Pour des entiers m,A, on notera π(m,A) la distribu-
tion assoiée à la fontion p :
N → N
i 7→ π(m,A)(i) = p(i,m,A).
Rappelons la dénition du produit de onvolution :
Dénition 5.11.  Soient f, g deux fontions sur N. Le produit de
onvolution est la fontion sur N dénie de la façon suivante :
N → N
n 7→ (f ⋆ g)(n) =
∑n
l=0 f(n− l)g(l).
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Remarque 5.12.  Reprenons les notations de la dénition préé-
dente. Si l'on dénit les deux séries formelles (appartenant à l'anneau
Z[[t]]) :
F (t) =
∑
n f(n)t
n
G(t) =
∑
n g(n)t
n
où ∀n, f(n), g(n) ∈ Z. Alors la série produit FG (i.e. le produit de F et
G dans l'anneau Z[[t]]) est exatement :
FG(t) =
∑
n
f ⋆ g(n)tn.
Remarque 5.13.  L'opérateur ⋆ est assoiatif et ommutatif et l'élé-
ment unité est la fontion qui vaut 1 en 0 et 0 ailleurs.
Le théorème suivant permet de aluler les fontions q à partir des
fontions p :
Théorème 5.14.  Soient r > 1 et (m1, A1), . . . , (mr, Ar) des entiers.
Alors :
q(−, (m1, A1), . . . , (mr, Ar)) = π(m1,A1) ⋆ . . . ⋆ π(mr ,Ar)
'est-à-dire la distribution assoiée à q(−, (m1, A1), . . . , (mr, Ar)) est le
produit de onvolution des distributions assoiées à p(−, mi, Ai).
Démonstration.  Fixons un n. Pour r = 1, 'est lair, puisque
q(n, (m1, A1)) = p(n,m1, A1). En eet, π(m1,A1)(n1) = p(n1, m1, A1) est
exatement le nombre de solutions de :{
A1 > y1 > . . . > ym > 0,
y1 + . . .+ ym = n1.
Supposons don r > 2. q(n, (m1, A1), . . . , (mr, Ar)) ompte le nombre
de solutions de :

{
A1 > y1,1 > . . . > y1,m1 > 0
y1,1 + . . .+ y1,m1 = n1
.
.
.{
Ar > yr,1 > . . . > yr,mr > 0
yr,1 + . . .+ yr,mr = nr
n1, . . . , nr > 0
n1 + . . .+ nr = n
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autrement dit, et entier ompte les solutions de :



{
A1 > y1,1 > . . . > y1,m1 > 0
y1,1 + . . .+ y1,m1 = n1
.
.
.{
Ar > yr−1,1 > . . . > yr,mr−1 > 0
yr−1,1 + . . .+ yr−1,mr−1 = nr
n1, . . . , nr−1 > 0
n1 + . . .+ nr−1 = m

{
Ar > y1,r > . . . > y1,mr > 0
y1,r + . . .+ y1,mr = nr
nr > 0
m+ nr−1 = n
Don
q(n, (m1, A1), . . . , (mr, Ar)) =∑n
nr=1
∑n
m=1 π(mr ,Ar)(nr)× q(m, (m1, A1), . . . , (mr−1, Ar−1))× χn(m+ nr)
où χn est la fontion aratéristique de n qui vaut toujours 0 sauf en n
où elle vaut 1. Le résultat est alors aquis par réurrene sur r.
Remarque 5.15.  Dans la suite, on érira y = (A > y1 > . . . > ym >
0) pour désigner une solution du problème suivant :{
A > y1 > . . . > ym > 0
y1 + . . .+ ym = n
Et on érira |y| pour y1 + . . .+ ym. Don, y = (A > y1 > . . . > ym > 0)
est une (m,A)-partition de |y|.
5.2. Fibration en grassmanniennes.
Dénition 5.16.  Soit λ = (λ1 > . . . > λd) une partition. Soient ci
pour i > 1 des indéterminées. On dénit le polynme de Shur orres-
pondant :
∆λ(c) = ∆λ1,...,λd(c) = det(cλj+j−i) ∈ Z[ci, i ∈ N
∗]
en posant cn = 0 si n < 0, et c0 = 1.
Notation 5.17.  Soit E un bré vetoriel de rang n sur une variété
X . Soit d un entier plus petit que n, posons Y = Drapd(E), le bré en d-
grassmanniennes assoié à E . Notons f la projetion Y → X . On dispose
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d'une suite exate universelle :
0 // S // f ∗(E) // Q // 0
où S est le sous-bré tautologique de rang d, et Q le bré quotient tau-
tologique de rang n− d. On pose pour i > 0 :
ci = ci(Q− f
∗(E)) = ci(S)
où la fontion ci est la i-ème lasse de Chern ([11, Setion 3.2℄ pour leur
dénition et propriétés). Pour une partition λ = (λ1 > . . . ,> λd), on
notera si auune ambiguïté n'est à raindre ∆λ le polynme de Shur
(dénition préédente) assoié à es valeurs de ci.
D'après [11, Proposition 14.6.5℄, on a le résultat suivant (dit théorème
de la base) qui est une généralisation de la formule de Giambella ([11,
Proposition 14.6.4℄) :
Proposition 5.18.  Si X est une variété sur k de dimension N , et
E un bré de rang n, alors pour d < n et k 6 d(n − d), il existe un
isomorphisme anonique⊕
λCH
k−|λ|(X) → CHk(SBd(E))
αλ 7→ ∆λ.f
∗(αλ)
où la somme est prise sur toutes les partitions λ = (λ1 > . . . > λd) telles
que n− d > λ1 > . . . > λd > 0, et ∆λ a été dénie préédemment.
Corollaire 5.19.  Ave les notations de la proposition préédente, on
dispose d'un isomorphisme :
CHk(Drapd(E))→
k⊕
i=0
CHk−i(X)p(i,d,n−d)
où la fontion p a été dénie au paragraphe préédent.
Démonstration.  Il sut de remarquer que le nombre de partitions
λ = (λ1 > . . . > λd) ave n− d > λ1 > . . . > λd > 0 ave |λ| = i pour un
i donné est exatement le nombre de (d, n− d)-partitions de i.
Lemme 5.20.  Soient S une k-variété et E un bré vetoriel de rang
n sur S. Soient r > 1 et 1 6 i1 6 . . . ir+1 6 n des entiers. Posons Y =
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Drapi1,...,ir+1(E) et X = Drapi1,...,ir(E). Alors il existe un bré vetorielW
sur X de rang n− ir tel que l'on ait le diagramme ommutatif suivant :
Drapi1,...,ir+1(E)
((QQ
QQQ
QQQ
QQQ
QQ
%%
∼ // Drapir+1−ir(W)
vvmmm
mmm
mmm
mmm
m
yy
Drapi1,...,ir(E)

S
Démonstration.  On dispose sur Drapir(E) du bré tautologique Vr tel
que pour tout W ∈ Drapir(E), on ait (Vr)W = W (la onstrution est
la même que dans la preuve du théorème 3.1). Notons πr la projetion
naturelle Drapi1,...,ir(E)→ Drapir(E) et π la projetion Drapi1,...,ir(E)→
S. On a une inlusion π∗rVr → π
∗E . Alors on onstruit le bré vetorielW
sur Drapi1,...,ir(E) omme étant le quotient, i.e. tel que la suite suivante
soit exate :
0 // π∗rVr // π∗E //W // 0.
Ainsi, pour tout (V1, . . . , Vr) ∈ X, W(V1,...,Vr) = Epi(V1,...,Vr)/Vr. W est
don un bré de rang n− ir.
L'appliation (V1, . . . , Vr+1) 7→ Vr+1/Vr fournit don pour toute k-
algèbre R une appliation : Drapi1,...,ir+1(E)(R) → Drapir+1−ir(W)(R).
Cette appliation orrespond à un isomorphisme :
Drapi1,...,ir+1(E)
∼ // Drapir+1−ir(W).
5.3. Fibration en variétés de drapeaux
En itérant le lemme 5.20, on obtient la proposition suivante :
Proposition 5.21.  Si S est une variété sur k, E un bré de rang n
sur S, r > 1 un entier, et 1 6 i1 < . . . < ir 6 n une suite d'entiers, alors
pour tout k , on a un isomorphisme :
CHk(Drapi1,i2,...,ir(E))→
⊕
λ1,...,λr
CHk−|λ1|−...−|λr|(S)
où la somme est prise sur toutes les partitions λs = (n − is > λs,1 >
. . . > λs,is−is−1 > 0) pour s ∈ {1, . . . , r}, en dénissant i0 = 0.
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Démonstration.  Posons X0 = S, et pour s ∈ {1, . . . , n}, Xs =
Drapi1,...,is(E).
D'une part, X1 → X0 étant par onstrution même une bration en
grassmanniennes, on a, d'après la proposition 5.18, un isomorphisme :
CHk(X1)→
⊕
λ1
CHk−|λ1|(X0)
où la somme est prise sur toutes les partitions λ1 = (λ1,1 > . . . > λ1,i1)
telles que n− i1 > λ1,1 > . . . > λ1,i1 > 0.
D'autre part, d'après le lemme 5.20, pour tout s ∈ {2 . . . r}, la projetion
naturelle Xs → Xs−1 est une bration en grassmanniennes, i.e. : il existe
un bré vetoriel Ws sur Xs−1 de rang n − is−1 tel que le diagramme
suivant soit ommutatif :
Xs
!!D
DD
DD
DD
D
∼ // Drapis−is−1(Ws)
wwooo
ooo
oo
ooo
Xs−1
et ainsi d'après la proposition 5.18, on a un isomorphisme :
CHk(Xs)→
⊕
λs
CHk−|λ
s|(Xs−1)
où la somme est prise sur toutes les partitions λs = (λs,1 > . . . >
λs,is−is−1) telles que n− is > λs,1 > . . . > λs,is−is−1 > 0.
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Par réurrene, il sut alors de onsidérer le diagramme ommutatif
suivant :
Xr

∼ // Drapir−ir−1(Wr)
wwnnn
nnn
nnn
nnn
n
Xr−1

∼ // Drapir−1−ir−2(Wr−1)
vvnnn
nnn
nnn
nnn
n
Xr−2

.
.
.

X1

∼ // Drapi1(W1)
vvmmm
mmm
mmm
mmm
mm
X0
En partiulier W1 = E . Don on obtient un isomorphisme :
CHk(Drapi1,i2,...,ir(E))→
⊕
λ1,...,λr
CHk−|λ1|−...−|λr|(S)
où la somme est prise sur toutes les partitions λs = (λs,1 > . . . >
λs,is−is−1) telles que n− is > λs,1 > . . . > λs,is−is−1 > 0 pour s = 1, . . . , r,
en dénissant i0 = 0.
Corollaire 5.22.  Conservons les notations de la proposition préé-
dente, on a un isomorphisme :
CHk(Drapi1,i2,...,ir(E))→
k⊕
i=0
(CHk−i(S))ni
où ni = q(i, (i1, n− i1), (i2− i1, n− i2), . . . , (ir− ir−1, n− ir)) (la fontion
q est dénie au paragraphe préédent).
Démonstration.  Il sut de remarquer que pour un i donné, le nombre
d'ourrenes de i dans la somme |λ1|+. . .+|λr| pour toutes les partitions
λs = (λs,1 > . . . λs,is−is−1) telles que n − is > λs,1 > . . . > λs,is−is−1 >
0) pour s ∈ {1, . . . , r} est exatement le nombre de ((i1, n − i1), (i2 −
i1, n− i2), . . . , (ir − ir−1, n− ir))-partitions de i. Don il y a exatement
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q(i, (i1, n − i1), (i2 − i1, n − i2), . . . , (ir − ir−1, n − ir)) ourrenes de i
dans la somme.
5.4. Fibration en produit de variétés de drapeaux.
Ii enore, il s'agit d'une onséquene du lemme 5.20.
Proposition 5.23.  Soient S une variété sur k, E− et E+ deux brés
vetoriels sur S de rang n− et n+ respetivement, 1 6 s 6 r 6 n deux
entiers, et 1 6 i1 < . . . < is 6 n− et 1 6 is+1 < . . . < ir 6 n+ deux
suites d'entiers. Posons X = Drapi1,...,is(E−) et Y = Drapis+1,...,ir(E+).
Alors pour tout k, on a un isomorphisme :
CHk(X ×S Y )→
⊕
λ1,...,λr
CHk−|λ1|−...−|λr|(S)
où la somme est prise sur toutes les partitions :
λ1 = (n− − i1 > λ1,1 > . . . > λ1,i1 > 0)
λ2 = (n− − i2 > λ2,1 > . . . > λ2,i2−i1 > 0)
.
.
.
.
.
.
.
.
.
λs = (n− − is > λs,1 > . . . > λs,is−is−1 > 0)
λs+1 = (n+ − is+1) > λs+1,1 > . . . > λs+1,is+1 > 0)
λs+2 = (n+ − is+2 > λs+2,1 > . . . > λs+2,is+2−is+1 > 0)
.
.
.
.
.
.
.
.
.
λr = (n+ − ir > λr,1 > . . . > λr,ir−ir−1 > 0).
Démonstration.  Considérons le arré artésien suivant :
X ×S Y
piX //
piY


X
fX

Y
fY // S
Alors il sut d'appliquer la proposition 5.21 aux deux brations en va-
riétés de drapeaux : X → S et X ×S Y → X .
Corollaire 5.24.  Conservons les notations de la proposition préé-
dente. On a un isomorphisme :
CHk(X ×S Y )→ ⊕
k
i=0(CH
k−i S)ni
où ni = q(i, (i1, n−−i1), (i2−i1, n−−i2), . . . , (is−is−1, n−−is), (is+1, n+−
is+1), (is+2− is+1, n+− is+2), . . . , (ir− ir−1, n+− ir)). (la fontion q a été
dénie au paragraphe préédent).
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Démonstration.  La preuve est analogue à elle du orollaire 5.22.
6. Appliations
6.1. Groupes de Chow des variétés de drapeaux tordues
Grâe aux résultats sur le alul des groupes de Chow des variétés de
drapeaux du paragraphe préédent, au théorème 3.1 et aux orollaires
3.3 et 3.4, on est en mesure de aluler de façon expliite les groupes de
Chow des variétés tordues sous quelques hypothèses.
6.1.1. Cas i1 = 1
Si l'on est sous les hypothèses du théorème 3.1 :
Proposition 6.1.  Soient A une algèbre d'Azumaya sur k de degré n
et 1 6 i1 < . . . < ir 6 n des entiers. On suppose que i1 = 1. Alors on a
un isomorphisme :
CHk(SB1,i2,...,ir(A))→
⊕
λr ,...,λ2
CHk−|λr|−...−|λ2|(SB(A))
où la somme est prise sur toutes les partitions λs = (λs,1 > . . . >
λs,ir−s+3−ir−s+2) telles que ir−s+2 − 1 > λs,1 > . . . > λs,ir−s+3−ir−s+2 > 0
pour s ∈ {2, . . . , r} en posant ir+1 = n, et un isomorphisme :
CHk(SB1,i2,...,ir(A))→
k⊕
i=0
CHk−i(SB(A))ni
ave ni = q(i, (ir+1 − ir, ir − 1), (ir − ir−1, ir−1 − 1), . . . , (i3 − i2, i2 − 1)).
Démonstration.  C'est l'appliation de la proposition 5.21 et du o-
rollaire 5.22 à un bré de rang n − 1 sahant le résultat du théorème
3.1.
6.1.2. Sous les hypothèses du orollaire 3.3
Proposition 6.2.  Soient A une algèbre d'Azumaya sur k de degré
n et 1 6 i1 < . . . < ir 6 n des entiers. Conservons les hypothèses du
orollaire 3.3. Alors on a un isomorphisme :
CHk(SBi1,i2,...,ir(A))→
⊕
λ1,...,cλs,...,λr
CHk−|λ1|−...−
d|λs|−...−|λr |(SBis(A))
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où la somme est prise sur toutes les partitions
λ1 = (is − i1 > λ1,1 > . . . > λ1,i1 > 0)
λ2 = (is − i2 > λ2,1 > . . . > λ2,i2−i1 > 0)
.
.
.
.
.
.
.
.
.
λs−1 = (is − is−1 > λs−1,1 > . . . > λs−1,is−1−is−2 > 0)
λs+1 = (n− is+1 > λs+1,1 > . . . > λs+1,is+1−is > 0)
λs+2 = (n− is+2 > λs+2,1 > . . . > λs+2,is+2−is+1 > 0)
.
.
.
.
.
.
.
.
.
λr = (n− ir > λr,1 > . . . > λr,ir−ir−1 > 0).
De plus, on a un isomorphisme :
CHk(SBi1,i2,...,ir(A))→
k⊕
i=0
CHk−i(SBis(A))
ni
où ni = q(i, (i1, is− i1), (i2− i1, is− i2), . . . , (is−1− is−2, is− is−1), (is+1−
is, n− is+1), (is+2 − is+1, n− is+2), . . . , (ir − ir−1, n− ir)).
Démonstration.  C'est l'appliation de la proposition 5.23 et du orol-
laire 5.24 sahant les résultats du théorème 3.2 et du orollaire 3.3.
Remarque 6.3.  Si l'on est sous les hypothèses du orollaire 3.4, alors,
ave les mêmes notations, on dispose d'un s ∈ {1, . . . , r} tel que le o-
rollaire 3.3 puisse s'appliquer. Et par suite, la proposition préédente est
enore valable ave e s.
Remarquons que l'on a n0 = 1. Ainsi, dans les deux propositions pré-
édentes (6.1 et 6.2) , pour un k donné, il existe des entiers ni tels que
l'on ait un isomorphisme :
CHk(X)→ CHk(S)⊕ (⊕i>1CH
k−i(S)ni)
où X est la variété de drapeaux onsidérée et S la base sur laquelle on
projette (SB(A) ou SBis(A)). Et, par suite, on a :
Corollaire 6.4.  Plaçons-nous, soit dans les hypothèses de la propo-
sition 6.1 soit dans elles de la proposition 6.2. Notons X la variété de
drapeaux onsidérée et S la base (variété de Severi-Brauer) sur laquelle
on projette. Soit k un entier. Si les groupes de Chow de S n'ont pas de
torsion en odimension plus petite que k, alors il en va de même pour
eux de X, et la réiproque est vraie.
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6.1.3. Calul à partir d'une variété de Severi-Brauer
Fixons une algèbre d'Azumaya A sur k de degré n. Soient 1 6 i1 <
. . . < ir 6 n des entiers. Supposons que (indA, i1, . . . , ir) = 1. Posons
X = SBi1,...,ir(A) et S = SB(A). On souhaite aluler les groupes de
Chow de X à partir de eux de S. Si i1 = 1, alors la proposition 6.1
permet de voir que les groupes de Chow de X se alulent expliitement
à partir de eux de S. Supposons don désormais que 1 < i1. Posons
Y = SB1,i1,...,ir(A). Considérons le diagramme suivant :
Y
pi
 


 f
  @
@@
@@
@@
@
S X
où la èhe f est l'appliation (I, I1, . . . , Ir) 7→ (I1, . . . , Ir).
Lemme 6.5.  l'appliation f : Y → X est une bration en espaes
projetifs.
Démonstration.  L'appliation f est une bration en variétés de Severi-
Brauer. Puisque (indA, i1, . . . , ir) = 1, alors l'image de la lasse de A dans
Br(k(X)) est triviale (f [25, (5.11)℄). En outre, la lasse de A et elle de
B− ont même image dans Br(k(X)). On en déduit alors que la lasse de
B− est triviale.
On a don, pour un entier k, les deux isomorphismes suivants :
CHk(Y )→ ⊕n−1i=1 CH
k−i(X) et CHk(Y )→ ⊕iCH
k−i(S)ni
ave ni = q(i, (n− ir, ir − 1), (ir − ir−1, ir−1− 1), . . . , (i2− i1, i1 − 1)). La
seonde équation résulte simplement de la proposition 6.1. Quant à la
première équation, il s'agit de la formule lassique du alul des groupes
de Chow d'un bré projetif en fontion des groupes de Chow de sa base
(as partiulier de la proposition 5.18).
On a don la proposition suivante :
Proposition 6.6.  Pour tout k on a une suite exate :
0 // ⊕i CH
k−1−i(S)ni // ⊕i CH
k−i(S)ni // CHk(X) // 0.
Démonstration.  On a en eet une suite exate pour tout k :
0 // CHk−1(Y ) // CHk(Y ) // CHk(X) // 0 .
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Remarque 6.7.  Ainsi CHk(X) s'identie à un quotient du groupe
⊕iCH
k−i(S)ni par ⊕iCH
k−1−i(S)ni, mais l'injetion
⊕i CH
k−1−i(S)ni → ⊕iCH
k−i(S)ni
n'est pas simple et fait intervenir les polynmes de Shur liés à la bration
Y → X .
On peut en déduire aisément le orollaire suivant :
Corollaire 6.8.  Conservons les mêmes notations. Soit k un entier.
Si les groupes de Chow de S n'ont pas de torsion en odimension plus
petites que k, alors il en va de même pour eux de X, et la réiproque est
vraie.
6.2. Exemple : CH2 sans torsion
Remarque 6.9.  Supposons que X → S soit une projetion de k-
variétés telle qu'il existe des entiers nk,i, de sorte que pour tout k, on ait
un isomorphisme :
CHk(X)→ ⊕ki=0(CH
k−i(S))nk,i.
Alors, si les groupes de Chow de S en odimension 6 k0 n'ont pas de
torsion, alors les groupes de Chow de X en odimension 6 k0 n'ont pas
de torsion.
Proposition 6.10.  Si X est une variété projetive homogène sous un
groupe linéaire, alors CH0(X)tors = 0 et CH
1(X)tors = 0.
Démonstration.  Pour le CH0 le résultat est lair. Pour le CH1, il sut
de remarquer que CH1X = PicX . Or d'après [27, lemme 5.1℄, on a une
suite exate :
0 // PicX // Pic(Xks)
Γ
où ks est une lture séparable de k et Γ le groupe de Galois absolu de
k. Ainsi, CH1X est sans torsion.
D'après Karpenko ([21℄), on a :
Proposition 6.11 (Karpenko).  Si A est une algèbre d'Azumaya
sur un orps k, dont l'indie oïnide ave son exposant, alors
CH2(SB(A))tors = 0.
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Proposition 6.12.  Si A est une algèbre d'Azumaya de degré n, dont
l'indie oïnide ave son exposant et 1 = i1 < . . . < ir 6 n alors
CH2(SBi1,i2,...,ir(A))tors = 0.
Démonstration.  Sahant que pour i 6 2, CHi(SB(A))tors = 0, il sut
d'appliquer la remarque du début de setion.
6.3. Exemple : variétés de drapeaux omplets et torsion dans
les CHi, i > 2
Commençons par énoner un résultat de Karpenko :
Proposition 6.13 (Karpenko).  Soit e un entier non divisible par
un arré. Alors il existe une algèbre d'Azumaya A d'exposant e dont
CH2(SB(A))tors est d'ordre e.
Démonstration.  Corollaire 5.2 du hapitre 1 de [22℄.
Remarque 6.14.  Dans ette proposition, on peut en fait hoisir A
d'indie (et don de degré) aussi grand que l'on veut (proposition 5.1
du hapitre 1 de [22℄). La onstrution d'une telle algèbre est faite dans
l'exemple 4.12 du hapitre 1 de [22℄.
Examinons le as des variétés de drapeaux omplets. Soit A une al-
gèbre d'Azumaya sur k de degré n. Notons X = SB1,...,n(A) la variété de
drapeaux omplets. Alors, grâe au théorème 3.1, on dispose d'un bré
V de rang n− 1 sur SB(A) tel que
SB1,2,...,n(A)
&&MM
MMM
MMM
MMM
∼ // Drap1,...,n−1(V)
wwooo
ooo
ooo
oo
SB(A)
et don par la proposition 6.1, on a un isomorphisme :
CHk(X)→ ⊕ki=0(CH
k−i SB(A))ni
ave ni = q(i, (1, n − 1), . . . , (1, 2), (1, 1)). L'entier ni ompte le nombre
de solutions de : {
∀j xj 6 j
x1 + . . .+ xn−1 = i
don pour tout i ∈ {0, . . . , (n−1)n
2
}, ni > 1. Ainsi :
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Corollaire 6.15.  Soit e un entier non divisible par un arré. Pour
tout entier k > 2, il existe une algèbre d'Azumaya A d'exposant e et
une variété homogène X sous PGL(A), telles que CHk(X) ontienne un
sous-groupe ylique d'ordre e.
Démonstration.  Supposons que A soit une algèbre d'Azumaya d'ex-
posant e telle que CH2(SB(A))tors soit un groupe ylique d'ordre e. Si
on pose X = SB1,2,...,n(A) où n est le degré de A, alors d'après e qui pré-
ède, CHk(X) ontiendra néessairement un sous-groupe ylique d'ordre
e dès qu'il existera un i satisfaisant :{
k − i = 2
i 6 (n−1)n
2
.
Un tel i existe si et seulement si :
k 6
(n− 1)n
2
+ 2.
Pour un k xé, il sut alors de prendre une algèbre d'Azumaya A d'expo-
sant e donnée par la proposition préédente et de degré n assez grand.
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